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Progressione aritmetiche
Una progressione aritmetica e` una successione (xn) in cui la differenza
d fra due termini successivi e` costante. Dunque, per ogni n ∈ N, n ≥ 2:
xn − xn−1 = d. (1)
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Progressione aritmetiche
Una progressione aritmetica e` una successione (xn) in cui la differenza
d fra due termini successivi e` costante. Dunque, per ogni n ∈ N, n ≥ 2:
xn − xn−1 = d. (1)
Pertanto per ogni n ∈ N :
xn = a+ (n− 1) d. (1′)
in cui x1 = a ∈ R e` il primo termine della progressione
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Formula per la somma dei primi n termini di una progressione arit-
metica
n∑
k=1
xk =
n
2
(x1 + xn) (2)
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime semplice
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
0 1 2 3
.... ........ ....k+1 n
C C+r C+2r C+kr C+Hn-1Lr
Vn = C
[
n+
n(n− 1)
2
i
]
+ ρ
[
n(n− 1)
2
+
n(n− 1)(n− 2)
6
i
]
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
0 1 2 3
.... ........ ....k+1 n
C C+r C+2r C+kr C+Hn-1Lr
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
0 1 2 3
.... ........ ....k+1 n
C C+r C+2r C+kr C+Hn-1Lr
Il montante e`:
Vn =
(
C +
ρ
i
)
sn|i − n
ρ
i
(3)
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Esercizio
Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
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Esercizio
Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia K e la condizione sulla progressione C20 = 2C; K e i si
intendono fissati: (3) diviene:(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K.
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Imponendo C20 = 2C otteniamo:
(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K,
C + 19ρ = 2C,
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Imponendo C20 = 2C otteniamo:
(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K,
C + 19ρ = 2C,
da cui si trova:
C =
19 iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
, ρ =
iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
.
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Valore attuale di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
0 1 2 3
.... ........ ....k+1 n
C C+r C+2r C+kr C+Hn-1Lr
V0 =
(
C + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
(4)
La si ottiene ricordando che V0 = (1 + i)
−n Vn
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Rendita perpetua in progressione aritmetica
Valore attuale
∞∑
n=1
[C + (n− 1)ρ] (1 + i)−n = C
i
+
ρ
i2
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Indici temporali di rendite in progressione aritmetica
Scadenza media aritmetica.
Se ρ e` la ragione e C il primo termine della progressione, di n termini
t¯ =
(n+ 1) (3C + 2(n− 1)ρ)
6C + 3(n− 1)ρ
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Indici temporali di rendite in progressione aritmetica
Scadenza media finanziaria.
t∗ =
ln
(n
2
(C + Cn)
)
− ln
(
iC + ρ− (1 + i)−n (i (Cn + ρ) + ρ)
i2
)
ln (1 + i)
.
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Rendite in progressione geometrica
Una Progressione geometrica e` una successione (xn) , xn 6= 0 per
ogni n ∈ N, tale per cui il rapporto ρ fra due termini successivi e`
costante. Dunque:
xn
xn−1
= ρ (5)
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Rendite in progressione geometrica
Una Progressione geometrica e` una successione (xn) , xn 6= 0 per
ogni n ∈ N, tale per cui il rapporto ρ fra due termini successivi e`
costante. Dunque:
xn
xn−1
= ρ (5)
La progressione e` univocamente determinata se si fissa il primo ter-
mine x1.
xn = a ρ
n−1 (5′)
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Teorema
Se (xn) e` una progressione geometrica non degenere di primo termine
1:
n∑
k=1
ρk−1 =
1− ρn
1− ρ (6)
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Rendite in progressione geometrica
Rendita con termini ai tempi 1, 2, . . . , n dati da Ck = Cρ
k−1, k =
1, . . . , n. La ragione ρ della progressione e` positiva e diversa da 1 e
anche C e` positivo.
0 1 2 3
.... ........ ....k+1 n
C Cr Cr2 Crk Crn-1
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Regime composto
Ipotesi: ρ 6= 1 + i. In questo modo si escludono casi “degeneri”
Montante
Vn = C
n∑
k=1
ρk−1 (1 + i)n−k (7)
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Ipotesi: ρ 6= 1 + i. In questo modo si escludono casi “degeneri”
Montante
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ρk−1 (1 + i)n−k = C
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Regime composto
Ipotesi: ρ 6= 1 + i. In questo modo si escludono casi “degeneri”
Montante
Vn = C
n∑
k=1
ρk−1 (1 + i)n−k = C
(1 + i)n − ρn
1 + i− ρ (7)
Valore attuale
V0 = C
(1 + i)n − ρn
(1 + i)n (1 + i− ρ) (8)
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Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
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Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n =
α1
1 + i− ρ
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Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n =
α1
1 + i− ρ
attenzione la formula vale per ρ < 1 + i
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Indici temporali di rendite in progressione geometrica
Scadenza media aritmetica
t¯ = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
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Indici temporali di rendite in progressione geometrica
Scadenza media aritmetica
t¯ = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
Scadenza media finanziaria
t∗ =
lnC
1− ρn
1− ρ − ln
C (1− ρn(1 + i)−n)
1 + i− ρ
ln (1 + i)
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Rimborso di un prestito Una prestazione di importo A erogata
con valuta t = 0 e` riequilibrata da n controprestazioni, dette rate di
importi α1, α2, . . . αn pagate con valute t = 1, 2, . . . n
A > 0, αs ≥ 0
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“Riequilibrata” significa che deve valere la relazione fondamentale
solo in regime composto :
A =
n∑
s=1
αs
(1 + i)s
(α)
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“Riequilibrata” significa che deve valere la relazione fondamentale
solo in regime composto :
A =
n∑
s=1
αs
(1 + i)s
(α)
il valore attuale delle controprestazioni, riferito al momento
di erogazione della prestazione eguaglia la prestazione
si parla di equivalenza prospettiva perche´ la valutazione (α) e` fatta
in t = 0
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Si puo` ragionare in termini di equivalenza retrospettiva valutando
in t = n il montante di A e delle controprestazioni αs, s = 1, . . . , n
A (1 + i)n =
n∑
s=1
αs (1 + i)
n−s (α′)
Le relazioni (α) e (α′) sono equivalenti: se A, αs, s = 1, . . . , n
soddisfano (α) allora soddisfano anche (α′) e viceversa
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Definizione Parleremo di prestito
P := (A;αs)s=1, ..., n
al tasso i quando A e αs, s = 1, . . . , n soddisfano (α) o (α
′). Que-
sta equivalenza sussiste solo per il regime composto Le relazioni
analoghe a (α) e (α′) in regime semplice non sono equivalenti
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Ad esempio al tasso i = 5% le tre rate
α1 = 350; α2 = 400; α3 = 351, 75
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000 cioe`
350(1, 05)−1 + 400(1, 05)−2 + 351, 75(1, 05)−3 = 1000
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Ad esempio al tasso i = 5% le tre rate
α1 = 350; α2 = 400; α3 = 351, 75
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000 cioe`
350(1, 05)−1 + 400(1, 05)−2 + 351, 75(1, 05)−3 = 1000
Ma anche
α1 = 330; α2 = 330; α3 = 447, 30
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000
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Regime semplice
L’equazione
A =
n∑
s=1
αs
1 + s i
(αL)
esprime equivalenza prospettiva nel regime semplice, mentre:
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Regime semplice
L’equazione
A =
n∑
s=1
αs
1 + s i
(αL)
esprime equivalenza prospettiva nel regime semplice, mentre:
A (1 + n i) =
n∑
s=1
αs [1 + (n− s) i] . (α′L)
esprime l’equivalenza retrospettiva
Se, datoA, i numeri αs, s = 1, . . . , n soddisfano, ad esempio (α
′L),
allora gli stessi numeri non soddisfano (αL). Per gli ammortamenti in
regime semplice e` necessario stabilire quale punto di vista adottare:
la scelta e` di ragionare retrospettivamente.
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Definizione Dato il prestito P se m ∈ {1, 2, . . . , n} chiameremo
debito residuo prospettivo il valore attuale in m delle rate non
scadute dall’epoca m+ 1 alla termine del prestito
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Definizione Dato il prestito P se m ∈ {1, 2, . . . , n} chiameremo
debito residuo prospettivo il valore attuale in m delle rate non
scadute dall’epoca m+ 1 alla termine del prestito
debito residuo retrospettivo la differenza, valutata in m fra il
montante della prestazione A in m e il montante delle rate pagate
α1, . . . , αm
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